Modelling of dynamics systems with multi degrees of freedom by Ondra, Václav
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ
ÚSTAV MECHANIKY TĚLES, MECHATRONIKY A
BIOMECHANIKY
FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF SOLID MECHANICS, MECHATRONICS AND
BIOMECHANICS
MODELOVÁNÍ KMITÁNÍ DYNAMICKÉ SOUSTAVY S
VÍCE STUPNI VOLNOSTI
MODELLING OF DYNAMICS SYSTEMS WITH MULTI DEGREES OF FREEDOM
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
BACHELOR'S THESIS
AUTOR PRÁCE VÁCLAV ONDRA
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE Ing. DANIEL DUŠEK, Ph.D.
SUPERVISOR
BRNO 2012
Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství
Ústav mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky
Akademický rok: 2011/2012
ZADÁNÍ BAKALÁŘSKÉ PRÁCE
student(ka): Václav Ondra
který/která studuje v bakalářském studijním programu
obor: Strojní inženýrství (2301R016) 
Ředitel ústavu Vám v souladu se zákonem č.111/1998 o vysokých školách a se Studijním a
zkušebním řádem VUT v Brně určuje následující téma bakalářské práce:
Modelování kmitání dynamické soustavy s více stupni volnosti
v anglickém jazyce:
Modelling of dynamics systems with multi degrees of freedom
Stručná charakteristika problematiky úkolu:
Soustava s více stupni volnosti má obecně n-vlastních frekvencí a tomu odpovídající počet
n-vlastních tvarů. V rámci práce by měl být student schopen sestavit nejdříve pohybové rovnice
soustavy a poté je vyřešit. 
Cíle bakalářské práce:
Pro zadanou soustavu s více stupni volnosti sestavte a řešte pohybové rovnice ve frekvenční i
časové oblasti. Řešení ověřte pomocí MKP.
Seznam odborné literatury:
Slavík, J., Stejskal, V., Zeman, V., Základy dynamiky strojů, ČVUT Praha, Praha, 1997.
Kratochvíl, C., Slavík, J., Dynamika, VUT Brno, Brno, 1997.
Brepta, R., Půst, L., Turek, F., Mechanické kmitání, Sobotáles, Praha, 1994.
Vedoucí bakalářské práce: Ing. Daniel Dušek, Ph.D.
Termín odevzdání bakalářské práce je stanoven časovým plánem akademického roku 2011/2012.
V Brně, dne 21.11.2011
L.S.
_______________________________ _______________________________
prof. Ing. Jindřich Petruška, CSc. prof. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc.
Ředitel ústavu Děkan fakulty
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
- 4 - 
 
 ABSTRAKT 
 
Cílem této práce je pro zadanou dynamickou soustavu s více stupni volnosti sestavit a 
vyřešit pohybové rovnice. V úvodu práce jsou shrnuty základní poznatky o dynamických 
kmitavých soustavách, jejich rozdělení, způsob matematického popisu apod. V další části jsou 
pro zadanou soustavu hmotných bodů sestaveny rovnice metodou Lagrangeových rovnic 
druhého druhu. Řešení rovnic ve frekvenční oblasti je provedeno v matematickém systému 
MAPLE. K určení polohy těles v čase byl využit systém MATLAB.  Výsledky řešení jsou 
grafy amplitudové a frekvenční charakteristiky a graf polohy hmotných bodů v čase. Je 
provedena diskuse vlivu parametrů soustavy na kmitání. V závěru práce je srovnání 
analytického řešení s řešením metodou konečných prvků v systému ANSYS. 
 
 
ABSTRACT 
 
The aim of this work is for a dynamic system with multiple degrees of freedom to 
assemble and solve the equations of motion. In the beginning of work are summarized the 
basic knowledge about the dynamic oscillating systems, their distribution, method of 
mathematical description etc. In the following part of work are for the given set of particles 
assembled equations using Lagrange equations of the second kind. The solution of equations 
is made in mathematical system MAPLE for frequency domain. To determine the position of 
particles in time was used MATLAB. Research results are graphs of amplitude and frequency 
characteristics and graph of positions of particles in time. There is discussion on the influence 
of systems parameters on oscillation. The conclusion is a comparison of analytical solution 
with the solution of finale elements conclusion in ANSYS.  
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ÚVOD 
 
Vlastností většiny mechanických soustav jsou kmitavé pohyby, jimž říkáme kmitání. Problém 
kmitání se vyskytuje ve většině technických aplikací. Často se jedná o nežádoucí kmity 
související s vysokým výkonem strojů a nárůstem jejich rychlosti. Nežádoucí kmity způsobují 
hlučnost strojů a zvýšené namáhání, případně poškozování jejich částí.  Mechanické kmitání 
nemusí být vždy škodlivé. Používají se stroje, jejichž princip je založen právě na kmitání. 
Jedná se například o vibrační dopravníky, vibrační pily, střásací stroje apod. Teorie 
mechanického kmitání je velmi rozsáhlá a patří mezi nejdůležitější části mechaniky samotné.  
1 MECHANICKÉ KMITÁNÍ 
 
Mechanické kmitání se rozděluje z různých hledisek podle jeho charakteru, vzniku, průběhu a 
typu fyzikálních charakteristik mechanické soustavy. Podle charakteru řešené soustavy a 
požadovaných výsledků řešení vytváříme mechanické modely se soustředěnými (diskrétními) 
parametry nebo modely se spojitě rozloženými parametry. Podle vzniku rozeznáváme kmitání 
volné, buzené a samobuzené. Podle druhu disipované energie dělíme kmitání na netlumené a 
tlumené. Podle druhu matematického modelu na lineární a nelineární.  
Mnohá z těchto dělení lze dále zpřesňovat. Například kmitání soustavy s diskrétně 
rozloženými parametry lze dále dělit na kmitání s jedním stupněm volnosti a s n stupni 
volnosti. Buzení neboli vynucené kmitání lze dělit na silové buzení, kinematické buzení apod. 
[2] 
 
1.1 Rozdělení podle použitého matematického modelu 
1.1.1 Lineární soustavy 
 
Složité mechanické soustavy se často zjednodušují pomocí různých předpokladů a omezení 
tak, aby jejich matematický popis byl jednodušší. Lineární soustavy jsou popsány systémem 
lineárních diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty. Soustavy mohou být homogenní 
či nehomogenní s budící funkcí na pravé straně. V případě kmitání s jedním stupněm volnosti 
je problém popsán pouze jednou diferenciální rovnicí. Toto zjednodušení však není možné 
vždy. U spousty problémů by popis pomocí lineárního modelu špatně charakterizoval 
skutečný dynamický jev. V takových případech se systém rovnic doplňuje nelineárními členy. 
Tyto členy popisují nelineární projevy mechanické soustavy, především pružné a tlumící 
účinky. 
1.1.2 Nelineární soustavy 
 
Každá reálná mechanická soustava je více či méně nelineární. Nelineární mechanická 
soustava je taková, která obsahuje alespoň jeden nelineární prvek popsatelný nelineární 
závislostí silových, kinematických nebo deformačních veličin. Matematický model těchto 
systémů je soustava nelineárních diferenciálních rovnic doplněných o soustavy 
matematických relací. Řešení těchto soustav není ani dnes jednoduché především proto, že 
nelze použít princip superpozice. 
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1.2 Rozdělení podle rozložení parametrů  
1.2.1 Modely se soustředěnými parametry 
 
Lineární soustavy se soustředěnými (diskrétními) parametry se vyznačují těmito 
jednoduchými (diskrétními) prvky 
- hmotnými body nebo tuhými hmotnými tělesy, jež jsou nositelkami kinetické energie 
- nehmotnými pružinami, jež jsou nositelkami potenciální energie 
- nehmotnými tlumiči, jež disipují energii, tj. mění mechanickou energii na teplo 
Kombinací uvedených diskrétních prvků jsou vytvářeny výpočtové modely, přičemž se 
požaduje, aby jejich dynamické vlastnosti co nejvěrněji vystihovaly dynamické vlastnosti 
reálného díla. Výpočtové modely se získávají vesměs z kontinua jeho diskretizací různými 
metodami. Např. soustředěním hmotnosti kontinua do vhodně zvolených míst a svázáním 
takto vzniklých hmotností nehmotnými pružinami a tlumiči vznikají výpočtové modely, které 
jsou schematicky zobrazitelné jako soustavy hmotných bodů nebo tuhých těles propojených 
pružinami a tlumiči. Jinou možností diskretizace kontinua je použití metody konečného 
prvku. [3] 
Lineární soustavy se soustředěnými parametry lze dále třídit například podle stupňů volnosti 
(s jedním nebo více stupni), podle charakteru buzení soustavy (s deterministickým či 
náhodným buzením) apod. 
Modely se soustředěnými parametry mají konečný počet stupňů volnosti, který odpovídá 
počtu neznámých parametrů. Počet lineárních diferenciálních rovnic tvořící model je stejný 
jako počet stupňů volnosti. 
 
1.2.2 Modely se spojitě rozloženými parametry  
 
Každá strojní konstrukce je objektem se spojitě či po částech spojitě rozloženou hmotou. 
V řadě případů nelze s uspokojením použít diskretizaci a použít modely pro soustavy 
s diskrétními parametry. Jedná se především o struny, lana, pruty, desky, skořepiny apod.   
Stroj nebo konstrukce je zpravidla složena z různých konstrukčních prvků, z nichž každý má 
své vlastní frekvence, obyčejně jiné než má stroj jako celek. Porušení kteréhokoliv z těchto 
stavebních prvků může znamenat porušení funkce celého stroje. Proto je znalost kmitání 
základních jednoduchých prvků velmi důležitá. [1] 
S těmito prvky se často pracuje v metodě konečných prvků. Dělení těles na prvky závisí na 
typu konkrétního objektu a druhu kmitání. Prvků může být libovolné množství a to i 
nekonečně mnoho. Proto mají soustavy se spojitě rozloženými parametry až nekonečně 
stupňů volnosti. Matematický model popisující kmitání kontinua je tvořen parciálními 
diferenciálními rovnicemi. 
 
1.3 Rozdělení podle počtu stupňů volnosti 
1.3.1 Soustavy s jedním stupněm volnosti 
 
Nejjednodušším diskrétním modelem je model s jedním stupněm volnosti. Tento model se 
často používá jako velmi hrubé přiblížení složitějších mechanických soustav a to v případech, 
kdy se zajímáme o nejnižší vlastní frekvence soustavy. Celou řadu technických zařízení lze 
znázornit modelem s jedním stupněm volnosti.[2] 
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1.3.2 Soustavy s více stupni volnosti 
 
Soustavy s více stupni jsou složitější technické soustavy. Pokud má soustava více stupňů 
volnosti, pak k jednoznačnému popisu polohy těles v soustavě nestačí znát polohu jednoho 
z nich, jako v případě soustav s jedním stupněm volnosti, ale je třeba znalosti n nezávislých 
parametrů, přičemž n odpovídá počtu stupňů volnosti. Popis těchto soustav je složitější než 
popis soustavy s jedním stupněm volnosti. 
 
1.4 Rozdělení podle povahy kmitání 
1.4.1 Volné kmitání 
 
Volné kmitání soustavy vzniká, je-li soustava po vychýlení z rovnováhy uvolněna a 
ponechána v pohybu bez účinku vnějších sil (buzení). Porušení rovnováhy nastane, udělíme – 
li jednomu nebo více hmotným tělesům soustavy výchylku nebo rychlost, popřípadě obojí. 
Výpočet volného kmitání se provádí z homogenních pohybových rovnic a nenulové počáteční 
podmínky se uplatní při určování integračních konstant. Z výpočtu získáme údaje o vlastních 
frekvencích resp. vlastních hodnotách kmitající soustavy, jakož i o výchylkách a rychlostech 
kmitajících hmotných těles. Volné kmitání je u lineárních soustav lineární kombinací 
vlastních kmitů. [3] 
1.4.2 Buzené kmitání 
 
Vynucené kmitání vzniká, je-li pohyb soustavy vyvolán a udržován účinkem budících sil 
vnějších nebo vnitřních nebo je-li soustava buzena kinematicky. Pod pojmem vynucené 
kmitání se často uvažuje pouze ustálené vynucené kmitání vyvolané účinkem periodických sil 
nebo periodickým kinematickým buzením po utlumení přechodových dějů vzniklých při 
porušení rovnovážného stavu soustavy. [3] 
Kinematické buzení je v technické praxi poměrně časté. Jedná se především o pohyby rámu, 
se kterým jsou spojeny prvky strojní konstrukce pomocí pružin a lineárních tlumičů.  
Silové i kinematické buzení lze rozdělit podle průběhu budící funkce (průběh síly, poloha 
rámu) v čase na buzení:  
- periodické, kde budící funkce je obecnou funkcí času tzn. její hodnota se mění 
periodicky s periodou , tedy ???? ?? ? ?? ?? ? ?? pro ? ???????V tomto 
případě lze funkci rozvinout do Fourierovy řady a použít model harmonického buzení 
- harmonické, kde budící funkce je součtem harmonických funkcí ????????w?
případně????????w?? 
- stochastické (náhodné) je zcela bez periodické závislosti. Při řešení se využívá 
poznatků matematické statistiky. Při určité nepřesnosti lze v některých případech 
aproximovat stochastické buzení periodickou funkcí. 
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2 ŘEŠENÁ SOUSTAVA 
 
 
Obr. 2.1 Schéma zadané soustavy 
 
Jedná se o soustavu s diskrétními parametry složenou ze 3 tuhých těles o hmotnostech ????????. Tato tělesa jsou spojena a připojena k rámu lineárními nehmotnými pružinami o 
tuhostech ?????? ???? ?? a lineárními tlumiči o součinitelích tlumení ??? ??? ??. Tělesa 1 a 2 
jsou buzena harmonickými silami ???????????. V soustavě jsou pouze lineární prvky, jedná 
se tedy o lineární kmitání. Soustava má 3 stupně volnosti. Polohy těles jsou určeny 
zobecněnými souřadnicemi ??? ??? ??. Soustava kmitá pouze ve vertikálním směru. 
 
K matematickému popsání systému slouží pohybové rovnice. Tyto jsou sestaveny metodou 
Lagrangeových rovnic 2. druhu. 
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Disipační energie soustavy 
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Potenciální energie soustavy 
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Práce nekonzervativních sil 
 
2211 qQqQW +=  
 
Po dosazení do Lagrangeových rovnic dostaneme pohybové rovnice 
 
1312121121311111 )( Qqkqkqkkqbqbqm =--++-+ &&&&  
2321122122322222 )( Qqkqkqkkqbqbqm =--++-+ &&&&  
0)()( 332122113321221133 =+++--+++-- qkkkqkqkqbbbqbqbqm &&&&&  
 
Řešení rovnic v tomto tvaru by bylo složité a nepraktické. Proto se rovnice upravují do 
maticového zápisu. 
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kde qqq ,, &&& jsou sloupcové vektory zrychlení, rychlosti a polohy  
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Matice B je maticí tlumení 
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Matice K je matice dynamické tuhosti 
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Vektor Q je vektor amplitud silových budících harmonických funkcí 
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3 VLASTNÍ ŘEŠENÍ 
 
3.1 Volné netlumené kmitání 
 
Při řešení volného netlumeného kmitání pracujeme se soustavou bez budících sil a 
tlumících prvků. 
 
Obr. 3.1 Schéma soustavy při volném netlumeném kmitání 
 
Pohybová rovnice takové soustavy, zapsaná v maticovém tvaru, bude vypadat 
 
 0KqqM =+&&   (3.1.1) 
 
Předpokládáme, že kmitání soustavy je harmonické, potom řešení budeme hledat ve tvaru 
 
 
tie W= uq   (3.1.2) 
 
kde u je vektor amplitud harmonických kmitů  
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a W je úhlová frekvence. 
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Po dosazení (3.1.2) do rovnice (3.1.1) a po úpravě dostaneme 
 
 ( ) 0uΜK =W- 2  (3.1.4) 
 
Tato rovnice představuje soustavu homogenních lineárních rovnic pro neznámé amplitudy. 
Pro netriviální řešení ( 0u ¹ ), musí být determinant soustavy nulový tj. 
 
 0det 20 =W- MK  (3.1.5) 
 
Tomuto determinantu se říká frekvenční determinant a jeho rozvinutím obdržíme frekvenční 
rovnici (polynom) n-tého stupně pro neznámé 2
0W  
 
 0..... 0
2
01
)1(2
0)1(
2
0 =+W++W+W
-
- aaaa
n
n
n
n  (3.1.6) 
 
Vyřešením této rovnice obdržíme vlastní úhlové frekvence soustavy, které se řadí vzestupně 
 
 n00201 .....0 W££W£W£  
 
Pokud jsou matice M  a K pozitivně definitní, pak jsou vlastní úhlové frekvence reálné, 
nezáporné hodnoty. Pouze těmito frekvencemi může mechanická soustava kmitat 
harmonicky. [2] 
 
Pro výpočet vektorů amplitud u dosadíme postupně vlastní frekvence do rovnice (3.1.5) a z ní 
obdržíme vektor amplitud. Pro r0W označíme odpovídající vektor amplitud ru  
 
 ( ) 0uMK =W- rr20  (3.1.7) 
 
Poněvadž soustava těchto lineárních rovnic je singulární, dostali bychom nekonečně mnoho 
řešení vektoru ru . Proto lze určit pouze vzájemné poměry prvků vlastního vektoru.  
 
r
nr
r
r
r
r
r
r
u
u
u
u
u
u
u
u
11
3
1
2
1
1 ,,,, L  nebo také 
r
nr
r
r
r
r
r
r
u
u
u
u
u
u
u
u
22
3
2
2
2
1 ,,,, L apod. 
 
Tímto způsobem lze najít n různých posloupností. Zpravidla volíme takovou z těchto 
posloupností, aby hodnota příslušného vektoru byla rovna jedné. Tomuto postupu se říká 
normování. Znormovaný vektor označíme rv . Tyto vektory definují vlastní tvary kmitání. 
Proto se jim říká vlastní vektory nebo také modální vektory. 
Při normování vektoru se používá několik tzv. norem.  
Nejčastěji se používá Euklidova norma 
 
 1=r
T
r vv  
 
V mechanice se používají i jiné formy norem. 
Norma přes matici hmotnosti 
 
 1=r
T
r Mvv  
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nebo norma přes matici tuhosti 
 
 1=r
T
r Kvv  
 
Kmitá-li soustava r-tým tvarem, jsou jednotlivé výchylky dány rovnicemi  
 
 
ti
rr
r0e~
W= vq  (3.1.8a) 
 
označení rq
~ značí rovnice v komplexním tvaru, které lze přepsat do reálného 
 
 )sin( 0 rrrr t j+W= vq  (3.1.8b) 
 
Obecné řešení je dáno lineární kombinací jednotlivých vlastních tvarů 
 
 å
=
W=
n
r
i
rr
rC
1
t0e
~~ vq  (3.1.9a) 
 
kde 
rC
~
jsou komplexní integrační konstanty. V reálném tvaru řešení vypadá 
 
 å
=
+W=
n
r
rrrr tC
1
0 )sin( jvq  (3.1.9b) 
 
Integrační konstanty rC a rj lze určit z počátečních podmínek 
 
0tt =  
0qq =  
0qq && =  
 
Vlastní vektory lze sestavit do takzvané modální matice [2] 
 
[ ]
ú
ú
ú
ú
û
ù
ê
ê
ê
ê
ë
é
==
nnn
n
n
n
vv
vvv
vvv
1
22221
11211
21 ,,,
OM
L
L vvvV  
 
Vlastní úhlové frekvence se sestavují do spektrální matice 
 
ú
ú
ú
ú
ú
û
ù
ê
ê
ê
ê
ê
ë
é
W
W
W
=
2
1
2
02
2
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2
0
0
0
00
n
OM
L
Ω  
 
 
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
- 18 - 
 
3.2 Volné tlumené kmitání 
 
Při řešení volného tlumeného kmitání pracujeme se soustavou bez budících sil, ale s 
tlumícími lineárními prvky. 
 
 
Obr. 3.2. Schéma soustavy při volném tlumeném kmitání 
 
Volné tlumené kmitání je popsáno rovnicí 
 
 0KqqBqM =++ &&&  (3.2.1) 
 
Řešení předpokládáme na základě řešení netlumeného kmitání ve tvaru 
 
 å
=
=
n
r
r
t
r
rC
1
e vq
l  (3.2.2a) 
 
kde rv je vlastní vektor netlumeného pohybu a rl jsou vlastní hodnoty tzv. matice dynamické 
tuhosti  
 
 KBM ++ ll
2
 
 
Vlastní hodnoty rl  lze vypočítat z charakteristické rovnice, které vznikne rozvinutím 
determinantu matice dynamické tuhosti a položením rovno nule, tedy 
 
 0det 2 =++ KBM ll  (3.2.3) 
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Hodnoty rl  jsou nejčastěji komplexně sdružená čísla ve tvaru  
 
 rrr iW±-= dl  
 
Vlastní frekvence tlumeného kmitání se určí jako velikosti vlastních hodnot 
 
 
22
0 rrr W+=W d  (3.2.4) 
 
Pokud rl  jsou komplexně sdružená čísla lze celkové řešení rovnice (3.2.1) obecně popsané 
rovnicí (3.2.2a) upravit na základě Eulerova vztahu do tvaru 
 
 
rrrrr
n
r
t
tBtAr vq )sincos(e
1
W+W=å
=
-d  (3.2.2b) 
 
nebo také 
 
 
rrr
n
r
t
r tC
r vq )sin(e
1
jd +W=å
=
-  (3.2.2c) 
 
Výsledný pohyb bude periodický, přičemž integrační konstanty rr BA , respektive rrC j, se 
určí z počátečních podmínek 
 
0tt =  
0qq =  
0qq && =  
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3.3 Buzené tlumené kmitání 
 
Buzené tlumené kmitání je nejčastější případ kmitání, se kterým se můžeme v praxi  
setkat. Řešená soustava obsahuje budící síly. 
 
 
Obr. 3.3 Soustava s tlumícími a budícími účinky 
 
 Tento typ kmitání je popsán soustavou diferenciálních rovnic 
 
 )(tQKqqBqM =++ &&&  (3.3.1) 
 
Jelikož se jedná o nehomogenní soustavu, je její řešení vyjádřeno jako součet řešení 
homogenního a partikulárního 
 
 
ph qqq +=  (3.3.2) 
 
Homogenní řešení je dáno řešením volného tlumeného kmitání (3.2.2). Pro výpočet 
partikulárního řešení budeme předpokládat, že buzení je realizováno harmonickou sílou, tedy 
 
 t
0 e)(
wit QQ =  (3.3.3a) 
 
nebo v reálném tvaru 
 
 )sin()( 00 jw += tt QQ  (3.3.3b) 
 
kde 0Q je amplituda budící síly a 0j je fázový posun budící síly. 
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Na základě znalosti budící síly (3.3.3a) budeme předpokládat partikulární řešení ve tvaru 
 
 
te~ wip sq =  (3.3.4) 
 
kde s~ je komplexní vektor amplitud.  
Dosazením (3.3.4) do (3.3.1) a po úpravě dostaneme 
 
 ( ) 02 ~ QsBMK =+- ww i  (3.3.5) 
 
z této rovnice můžeme určit komplexní vektor amplitud 
 
 ( ) 012~ QBMKs -+-= ww i  (3.3.6) 
 
Hodnoty amplitud jsou dány vztahem  
 
 220 )
~Im()~Re( rrr sss +=  (3.3.7) 
 
kterým odpovídají fáze 
 
 
)~Re(
)~Im(
r
r
pr
s
s
arctg=j  (3.3.8) 
 
Partikulární řešení v reálném tvaru je vyjádřeno 
 
 )sin( 0 prrp t jjw ++= sq  (3.3.9) 
 
Po dosazení rovnic (3.2.2) a (3.3.9) do (3.3.2) dostaneme celkovou odezvu soustavy 
v reálném tvaru 
 
[ ]å
=
- ++++W=
n
r
prrrrr
t
r tteC
r
1
0 )sin()sin( jjwj
d
svq  
 
Integrační konstanty rrC j,  určíme z počátečních podmínek 
 
0tt =  
0qq =  
0qq && =  
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4 VÝSLEDKY ŘEŠENÍ 
 
Řešení zadané soustavy bylo provedeno na základě výpočtu popsaného v předešlé kapitole. 
Vlastní program je vytvořený tak, aby bylo možné měnit hmotnosti těles, tuhosti pružin, 
amplitudu, budící frekvenci a fázový posun budících sil popřípadě i počáteční podmínky.  
K vykreslení amplitudových a fázových charakteristik je použit matematický software 
MAPLE. Pohoda těles v čase je řešena pomocí MATLABu.  
 
Parametry soustavy: 
 
kgm
kgm
kgm
3.
1
1
3
2
1
=
=
=
 
1
3
1
2
1
1
1
12
50
40
40
30
-
-
-
-
=
=
=
=
Nmk
Nmk
Nmk
Nmk
  
11
3
11
2
11
1
3
1
1
--
--
--
=
=
=
sNmb
sNmb
sNmb
 
 
Budící síly: 
 
)0sin(.201 += .tQ w  )0sin(.502 += .tQ w  
 
 
Obr. 4.1 Amplitudová charakteristika 
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
- 23 - 
 
 
Obr. 4.2 Fázová charakteristika 
 
Amplitudová charakteristika je závislost amplitudy (výchylky) hmotných bodů na úhlové 
frekvenci budící síly. Bude-li hodnota úhlové frekvence budící síly rovna vlastní uhlové 
frekvenci jednoho z těles, výrazně stoupá výchylka všech těles, to proto, že tělesa jsou 
navzájem propojená pružinami. Tento stav se nazývá rezonance. Pokud by systém nebyl 
tlumený, výchylka by při rezonanci byla nekonečná, jak je vidět na obrázku 4.9.  
 
Vlastní (úhlové) frekvence těles 
)37.1(.62.8
)47.0(.99.2
)59.1(.10
03
1
03
02
1
02
01
1
01
Hzfsrad
Hzfsrad
Hzfsrad
==
==
==
-
-
-
w
w
w
 
 
Poloha bodů v čase pro úhlovou budící frekvenci ( )Hzfsrad 18.3.20 1 == -w  a nulové 
počáteční podmínky 
 
 Obr. 4.3 Poloha bodů v čase 
 
Zvolená budící frekvence se nachází mimo oblast rezonančních frekvencí, a proto soustava 
kmitá s relativně malými výchylkami.  
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Výchylka těles v čase pro vlastní frekvence a nulové počáteční podmínky 
 
· pro vlastní frekvenci prvního tělesa 
 
Obr. 4.4 Poloha bodů v čase pro vlastní frekvenci prvního tělesa 
 
· pro vlastní frekvenci druhého tělesa 
 
Obr. 4.5 Poloha bodů v čase pro vlastní frekvenci druhého tělesa 
 
· pro vlastní frekvenci třetího tělesa 
 
Obr. 4.6 Poloha bodů v čase pro vlastní frekvenci třetího tělesa 
 
Z vykreslených průběhů kmitání při vlastních frekvencích je vidět, že nachází-li se systém 
v rezonanci, výchylky všech hmotných bodů jsou výrazně větší než při kmitání nerezonanční 
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frekvencí. Amplituda kmitů se teoreticky pořád zvětšuje až k nekonečnu, ale kvůli tlumení se 
ustálí na konečné hodnotě. Tuto hodnotu nejsnáze odečteme z amplitudové charakteristiky. 
Při rezonanci soustava kmitá harmonicky. 
4.1 Vliv počátečních podmínek na polohu těles v čase 
 
Počáteční podmínky: 
mq
mq
mq
1
5.0
5.0
03
02
01
=
-=
=
 
1
03
1
02
1
01
.1
.2
.1
-
-
-
=
=
-=
smv
smv
smv
 
 
Obr. 4.7 Přechodová oblast při nenulových počátečních podmínkách 
 
Počáteční podmínky mají výrazný vliv na kmitání mechanických soustav, ale po určité době 
dojde k ustálení. Přechodová oblast je i při nulových počátečních podmínkách, ale k ustálení 
dojde podstatně dříve.  
4.2 Vliv fázového posunu síly  
 
počáteční podmínky jsou nulové a ( )Hzfsrad 18.3.20 1 == -w  
 
Budící síly: 
)sin(.201 pw += .tq   )0sin(.502 += .tq w  
 
 
Obr. 4.8 Fázový posun budící síly prvního tělesa 
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Fázový posun první síly je oproti druhé p+ , proto i fázový posun výchylky je p+ , jak je 
dobře vidět na obrázku 4.8. 
4.3 Vliv tlumení na kmitání 
 
· bez tlumení 
 
Obr. 4.9 Amplitudová charakteristika pro netlumenou soustavu 
 
Tento stav je spíše teoretický, protože každý systém je více či méně tlumený. Buď 
prostřednictvím tlumičů, nebo pomocí tření, odporu vzduchu, vlastního odporu materiálu a 
podobně. Pokud by se netlumený systém dostal do stavu rezonance, výchylka hmotných bodů 
by rostla nade všechny meze. Proto je stav rezonance nechtěný u málo tlumených i dobře 
tlumených mechanických systémů. Pro netlumenou soustavu platí v rovnici (3.2.4) 0=rd . 
 
· nadkritické tlumení 
 
Obr. 4.10 Nadkritické tlumení 
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Nadkritické tlumení je stav systému, při kterém jsou pomocí tlumičů potlačeny všechny 
vlastní frekvence a systém se proto nemůže dostat do rezonance. Pro takto tlumenou soustavu 
platí v rovnici (3.2.4) rr W>d .  
4.4 Vliv tuhosti na amplitudu kmitů 
 
Při změně tuhosti pružin se mění vlastní frekvence i ostatní veličiny systému. Při velké tuhosti 
všech pružin v systému dojde ke zvýšení vlastních úhlových frekvencí a ke snížení amplitud 
vynucených kmitů. Naopak při malých tuhostech se vlastní frekvence sníží a amplituda 
vynucených kmitů zvýší. Kdyby byla tuhost pružin extrémně vysoká, choval by se systém, 
jako kdyby měl pouze jeden stupeň volnosti a hmotné body by kmitaly jako jeden. Při 
extrémně malé tuhosti by se hmotné body neovlivňovali.  
 
· zvýšení tuhosti pružiny mezi tělesy 1 a 2 
 
Obr. 4.11 Amplitudová charakteristika pro velkou tuhost pružiny mezi 1 a 2 
 
Zvýšení tuhosti pouze jedné pružiny se projeví na celém systému. Jak je vidět na 
předcházejícím obrázku, při velké tuhosti pružiny mezi tělesy 1 a 2 se tělesa chovají jako 
jedno. Jejich amplitudové charakteristiky splývají v jednu. 
 
· zvýšení tuhosti pružiny 3 
 
Obr. 4.12 Amplitudová charakteristika pro velkou tuhost pružiny 3 
 
Při této konfiguraci těleso 3, vzhledem k ostatním, téměř nekmitá. 
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5 SROVNÁNÍ ANALYTICKÉHO ŘEŠENÍ S MKP 
 
Metoda konečných prvků (MKP) je iterační metoda pro řešení inženýrských problémů. Mezi 
nejznámější a nejpoužívanější programy, které jsou založeny na této metodě, patří bezesporu 
ANSYS. Zadaná soustava byla vymodelována a řešena také v ANSYSu. I přesto, že se jedná 
o numerickou metodu, lze získané výsledky považovat za přesné.  
5.1 Srovnání amplitudových charakteristik  
 
 
 
Obr. 5.1 Srovnání výsledků z analytického a numerického řešení 
 
Z předešlého obrázku je (i přes neshody v měřítku) jasně patrná shoda analytického a 
numerického řešení amplitudové charakteristiky. 
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5.2 Srovnání výchylek v čase  
 
Následující obrázek je pro budící úhlovou frekvenci 20 rad/s a nulové počáteční podmínky. 
Parametry soustavy zůstávají nezměněny. 
 
 
 
Obr. 5.2 Srovnání výsledků řešení analytického modelu v Matlabu a numerického řešení 
v Ansysu pro nerezonanční budící frekvenci 
 
Na obrázcích 5.2 a 5.3 je porovnání výsledků z Matlabu a z Ansysu. V obou případech je 
řešení numerické s tím rozdílem, že soustava diferenciálních rovnic, která je řešena 
Matlabem, je sestavena na základě Lagrangeových rovnic druhého druhu. V programu Ansys 
se vytvoří model a program sám sestaví a vyřeší vše potřebné. I přes rozdílné měřítko a barvy 
průběhů výchylek v čase je jasná shoda mezi řešením pohybových rovnic a řešením soustavy 
metodou konečných prvků. 
  
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
- 30 - 
 
 
 
 
Obr. 5.3 Srovnání výsledků řešení analytického modelu v Matlabu a numerického řešení 
v Ansysu pro rezonanční budící frekvenci 
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ZÁVĚR 
 
Práce předkládá výsledky analýzy kmitání mechanické soustavy s více stupni volnosti. 
Vykreslené charakteristiky jsou okomentovány a je provedena diskuse o vlivu parametrů 
soustavy na vlastní kmitání. V práci nejsou z pochopitelných důvodů rozebrány všechny 
případy a kombinace stavů, které mohou v kmitající soustavě nastat. Přesto lze na základě 
analýzy soustavy získat dobrý přehled o vlastnostech kmitání.  
Nejdůležitější charakteristikou ze zde vykreslených je amplitudová charakteristika, protože na 
ní jsou vidět největší možné výchylky, což je v praxi nejdůležitější. To, jak soustava kmitá 
v čase, nemusí být ve spoustě případů podstatné. 
Pohybové rovnice jsou řešeny analyticky. Toto je však u složitých soustav nemožné a i u těch 
jednoduchých komplikované. Proto je v dnešní době mnohem výhodnější použít vhodný 
software k numerickému řešení diferenciálních rovnic (MATLAB,..) nebo softwary přímo 
určené k řešení inženýrských problémů spojených nejen s kmitáním (ANSYS, ADAMS). 
Použití takového softwaru ušetří čas a minimalizuje možnost chyby při analytickém výpočtu.  
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ 
 
Symbol Popis veličiny Jednotka 
rA  integrační konstanta - 
rB  
integrační konstanta - 
rC  
integrační konstanta - 
B  
matice tlumení 11 -- sNm  
ib  
parametr i-tého tlumiče 11 -- sNm  
kE  kinetická energie J  
DE  disipační energie J  
PE  potenciální energie J  
f  
frekvence Hz  
K  matice tuhosti 1-Nm  
ik  tuhost i-té pružiny 
1-Nm  
M  matice hmotnosti kg  
im  hmotnost i-tého tělesa kg  
Q  vektor amplitud budících sil N  
iQ  
amplituda i-té síly N  
q  reálný vektor poloh těles m  
q~  komplexní vektor poloh těles m  
hq  
homogenní řešení m  
pq  
partikulární řešení m  
iq  poloha i-tého tělesa  m  
s  komplexní vektor amplitud m  
T  
perioda s  
t  čas s  
u  vektor amplitud  m  
V  modální matice m  
v  normovaný vektor amplitud m  
W  práce J  
rl  vlastní hodnoty - 
0j  fázový posun rad  
rj  integrační konstanta rad  
prj  fáze odezvy rad  
2
0Ω  spektrální matice 
1. -srad  
i0W  vlastní úhlová frekvence i-tého tělesa 1. -srad  
W  úhlová frekvence 1. -srad  
w
 
úhlová budící frekvence  1. -srad  
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